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概要
Several novel models of two‐dimensional quantum field theory have been re‐
cently constructed in the operator‐algebraic approach, the Haag Kastler axioms.











る。これらの条件には Wightman の公理系や Osterwalder‐Schrader の公理系がある。本
稿で扱う,Haag‐Kastler 公理系もそのような枠組みの一つと言ってよい (これは代数的場






初から知られていたが、相互作用をする例は d=2 , 3でしか見つかっていない。[Sum12]
1Poincaré 群の規約表現という意味での粒子が存在するか、という問題は、量子電磁力学のような質量















Hilbert 空間 \mathcal{H} 上の有界線形作用素全体のなす *‐代数を B(\mathcal{H}) と書く。この B(\mathcal{H}) の
*‐部分環で、様々な位相で閉じているものを作用素環と呼ぶ。作用素環論での研究対象に
は主にノルム位相で閉じている c*‐環と、弱作用素位相で閉じている von Neumann環




Haag‐Kaslter ネットとは、時空 \mathbb{R}^{d} の開領域 \{O\} に対応する作用素環の族 \{\mathcal{A}(O)\}
と、強連続な Poincaré 群の表現 U および真空ベクトルと呼ばれるベクトル  $\Omega$ の組であっ
て、以下の条件 (Haag‐Kastler 公理系) を満たすものである。
(1) (単調性)  O_{1}\subset O_{2} ならば、 \mathcal{A}(O_{1})\subset \mathcal{A}(O_{2}) 。
(2) (局所性) O_{1} とO2が空間的に離れているなら、 \mathcal{A}(O_{1}) と \mathcal{A}(O_{2}) は交換する。
(3) (共変性) Poincaré 群の元 g に対して、 U(g)\mathcal{A}(O)U(g)^{*}=\mathcal{A}(gO) 。
(4) (正エネルギー条件) U を並進対称群 \mathbb{R}^{d} に制限したとき、その joint spectrum が未
来光円錐鷲に含まれている。
(5) (真空ベクトル) Poincare 群の元 g に対して  U(g) $\Omega$= $\Omega$ となり、 \overline{\bigcup_{0\subset \mathbb{R}^{d}}\mathcal{A}(O) $\Omega$}=\mathcal{H}
が成り立つ。




もしWightman 公理系を満たす作用素値汎関数  $\phi$ があったとすると、これから Haag‐
Kastler ネットは \mathcal{A}(0) :=\{e^{i $\phi$(f)} : suppf \subset O として構成することができる (M' は
M の元と交換するすべての有界作用素の集合であり、自動的に von Neumann 環になる。
M'' は M を含む最小の von Neumann環である)。ただし、局所性は Wightman の意味で
























実際、これの空間的補集合 (spacelike complement, 空間的に離れた点の集合) は W_{\mathrm{L}}=
\{(a_{0}, a_{1}):-a_{1}>|a_{0}|\} であり、これもまた (反転した) 襖形領域になっている。





(a) まず Hilbert 空間 \mathcal{H} と時空の対称性の表現 U、真空状態ベクトル  $\Omega$ で、正エネル
ギー条件 (4) と  U(g) $\Omega$= $\Omega$ を満たすものを固定する。ある von Neumann 環 \mathcal{M} を
とる。これは、模形領域で測定できる物理量から生成される von Neumann 環になる
べきものであり、以下の性質を満たす必要がある。  $\Omega$ は \mathcal{M} と \mathcal{M}' に対して巡回的
でなくてはならない (これは局所性とReeh‐Schlieder propertyからの要請と考えれ
ばよい)。3さらに、 a\in W_{\mathrm{R}} に対して、 U(a, 0)\mathcal{M}U(a, 0)^{*}\subset \mathcal{M} が成り立つ必要が
ある (これは襖形領域に対する共変性である)。
2すべての \mathcal{A}(O) が交換するような場合は自明な1次元の Hilbert 空間に分解されてしまい、興味のあ
るモデルにはならない。
 3 $\Omega$ が \mathcal{M} に対して巡回的であるとは、 \overline{\mathcal{M} $\Omega$}=\mathcal{H} が成り立つことである。
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(b) 二重円錐の von Neumann 環を襖形領域の von Neumann 環の共通部分として定義
する。
\mathcal{A}(D_{a,b})=(U(a, 0)\mathcal{M}U(a, 0)^{*})\cap(U(b, 0)\mathcal{M}U(b, 0)^{*}) .
(c) 任意の領域の von Neumann 環は、それに含まれる二重円錐の von Neumann 環から
生成される。
\displaystyle \mathcal{A}(O)=(\bigcup_{D_{a,b}\subset O}\mathcal{A}(D_{a,b}))''
このようにすると、Haag‐Kastler 公理系の (1)-(4) は簡単に示すことができる。
(5) のうち、 \displaystyle \bigcup_{0\subset \mathrm{R}^{d}}\mathcal{A}(O) $\Omega$=\mathcal{H} は簡単ではないが、これを保証する十分条件はある。
これは modular nuclearity [\mathrm{B}\mathrm{L}04] と呼ばれているものである。von Neumann 環 \mathcal{M} と、
\mathcal{M} と \mathcal{M}' に対して巡回的なベクトル  $\Omega$ が与えられたとき、次の写像はうまく定義でき、
可閉である。
 S_{ $\Omega$}:\mathcal{M} $\Omega$\ni x $\Omega$\mapsto x^{*} $\Omega$.
よって、極分解 S_{ $\Omega$}=J\triangle^{\frac{1}{2}} をとることができる。これについて、以下が成り立つ。
\triangle^{i\mathrm{t}}\mathcal{M}\triangle^{-it}=\mathcal{M}, J\mathcal{M}J=\mathcal{M}'.
これはまったく純粋に作用素環的な性質であるが、場の量子論の文脈で \mathcal{M}=\mathcal{A}(W_{\mathrm{R}}) ,  $\Omega$
を真空ベクトルとして考えると、多くの場合で  $\Delta$^{it} がLorentz boost になることが知られ
ている (Bisognano‐Wichmann property) 。この \triangle と  a\in W_{\mathrm{R}} を使って、次の写像を考
える。
\mathcal{M}\ni x\mapsto\triangle^{\frac{1}{4}}U(a, 0)x $\Omega$\in \mathcal{H}.
これは2つの Banach 空間の間の写像であるが、これが核型である場合、共通部分 \mathcal{M}\cap
 U(a, 0)\mathcal{M}U(a, 0)^{*} が十分大きいことが示される。[Lec08] これを十分大きな a\in W_{\mathrm{R}} に要
求するのが modular nuclearity である。
まとめると、Modular nuclearirty から (5) は従う。さらに、Bisognano‐Wichmann ProP‐














らに  N 粒子の散乱過程は2粒子の散乱過程に帰着される。よって、2粒子の \mathrm{S} 行列のみ
を考えればよく、これはさらに元の Lagrangian の対称性や粒子のスペクトルによって決
まる、などというものである (実際には \mathrm{S} 行列はこのような議論では完全には決まらず、
CDD 因子と呼ばれる因子をかける余地がある)。このような意味での可積分性が予想さ
れているモデルとしては sine‐Gordon モデル、affine Toda field theory、Gross‐Neveu モ
デルなどがある。


















以下では、 S( $\theta$) は \mathbb{R}+i(0,  $\pi$) の上の解析関数であって、
S( $\theta$)^{-1}=\overline{\mathcal{S}( $\theta$)}=S(- $\theta$)=S( $\theta$+i $\pi$) ,  $\theta$\in \mathbb{R}
を満たすものとする。この S( $\theta$) を用いて、以下のようにHilbert空間を構成する。1粒
子空間は \mathcal{H}_{1}=L^{2}(\mathbb{R},d $\theta$) である。 n 粒子空間 \mathcal{H}_{n} は n 変数関数の空間 \mathcal{H}騨の部分空間
であって、以下の意味で S対称性を持つものとする。
$\Psi$_{n}($\theta$_{1}, \cdots, $\theta$_{n})=S($\theta$_{k+1}-$\theta$_{k})$\Psi$_{n}($\theta$_{1}, \cdots, $\theta$_{k+1}, $\theta$_{k}, \cdots, $\theta$_{n}) .
全体の Hilbert 空間は S対称な Fock 空間 \mathcal{H}=\oplus_{n}\mathcal{H}_{n} であり、真空ベクトル  $\Omega$ は
\mathcal{H}_{0}=\mathbb{C} の元である。ここには、普通の対称 Fock 空間と同様に生成消滅作用素 z,  z $\dagger$ を
定義することができる。ただし、対称Fock空間と違い右からの作用と左からの作用が異
なるので注意しなければならない。以下では、左からの作用での消滅作用素を  z と書く。
(z( $\psi$) $\Psi$)($\theta$_{1}, \displaystyle \cdots, $\theta$_{n})=\sqrt{n+1}\int d $\theta$\overline{ $\psi$( $\theta$)}$\Psi$_{n+1}( $\theta,\ \theta$_{1}, \cdots, $\theta$_{n}) .
ここから、自由場に似た作用素を定義することができる。試験関数 f に対して、
 $\phi$(f):=z^{ $\dagger$}(f^{+})+z(f^{+}) , f^{+}( $\theta$):=\displaystyle \int d^{2}ae^{ip( $\theta$)\cdot a}f(a) , p( $\theta$)=(m\cosh $\theta$, m\sinh $\theta$) ,
28
ただし、 m>0 は粒子の質量である。さらに、CPT (になるべき) 作用素 J を以下で定
義する。
J_{0} $\Omega$=0, (J_{1}$\Psi$_{1})( $\theta$)=\overline{$\Psi$_{1}( $\theta$)}, (J_{n}$\Psi$_{n})($\theta$_{1}, \cdots, $\theta$_{n})=\overline{$\Psi$_{n}($\theta$_{n},\cdots,$\theta$_{1})}, J=\oplus J_{n}
まず、次が示せる。[Lec03]
定理4.1 (Lechner). f, g が W_{\mathrm{L}} に台を持つ試験関数ならば、  $\phi$(f) と J $\phi$(g)J は強可換
する。
 $\phi$(f) も J $\phi$(\mathrm{g})J も具体的に与えられた作用素なので、これが弱い意味で交換すること
を示すのは直接計算すればよい。強可換性はHamiltonianによる評価や真空ベクトル  $\Omega$
への作用の評価などから従う。
通常の対称 Fock 空間と同様、 \mathcal{H} の上に Poincaré 群の自然な作用 U を構成すること
ができる。ここで、
\mathcal{M}:=\{e^{iJ $\phi$(f)J}: suppf \subset W_{\mathrm{L}}
とすれば、三つ組 (\mathcal{M}, U,  $\Omega$) は上の条件 (a) を満たすことがわかる。ここからは、 S がよ
い関数ならば、上で説明したようにネットの構成まで行うことができる。[Lec08, Ala14]
定理4.2 (Lechner, Alazzawi). もし S がさらにある種の正則性を満たせば、一定以上大
きな a\in W_{\mathrm{R}} に対して modular nucleanty を示すことができる。よって、上のようにし
て構成されるネット \mathcal{A} について、 O が十分大きな二重円錐なら、 \mathcal{A}(O) は非自明であ
り、(のを満たす。 A は漸近的に完全で、2粒子散乱行列は S で与えられる。
こうして、Wightman 場を経由せずに相互作用をする Haag‐Kastler ネットが構成され
た。さまざまな S のうち、もっとも単純なものは \sinh‐Gordonモデルに対応すると考え
られているが、Lagrangian からの構成は今のところなされておらず、比較はできていな
い。この定理の条件を満たす  S は他にもたくさんあるので、この方法で統一的に場の量
子論の大きな族が構成されたわけである。
Modular nuclearity は十分条件であるが必要ではないので、任意の O について A(O)
が自明でないかどうかは未解決である。小さな O について \mathcal{A}(O) が自明であったとした





1粒子空間を L^{2}(\mathbb{R}) から、直和 L^{2}(\mathbb{R})^{\oplus K} にすることである。ここでは2粒子 \mathrm{S} 行列は
K^{2}\times K^{2} 行列値の関数になる。 S 対称 Fock 空間を定義するためには S は上の条件の
一般化の他に、Yang‐Baxter 方程式を満たさなくてはならない。そのようなモデルの例
としては、  O(N)- $\sigma$ モデルがある。ここでは三つ組 (\mathcal{M}, U,  $\Omega$) の構成まではうまく行く
[LS14] のだが、modular nuclearity の証明に困難がある。[Ala14]
もうひとつの方向としては、 S が極を持つ場合を考えることである。上の  $\phi$(f) と
J $\phi$(g)J の(弱) 可換性の証明では、 S が \mathbb{R}+i(0,  $\pi$) で解析的であることが本質的である。
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[Lec03] 一方、 S が極を持つ場合、交換子 [ $\phi$(f), J $\phi$(g)J] に S の留数が現れ、交換しな
い。 \mathrm{S} 行列の極は量子力学では束縛状態に対応していることが知られており、場の量子論
でも S が極を持つモデルはより複雑な散乱過程を表していると考えられる。
もっとも簡単な、 S がスカラーの場合を考えよう。 S の極が束縛状態の質量に対応す
ることから、極は \displaystyle \frac{ $\pi$ i}{3}, \displaystyle \frac{2 $\pi$ i}{3} 以外にはないと仮定してよい。さらに、束縛状態の散乱振幅は
もともとの粒子の解析接続になっているべきであるので、次のbootstrap equation と呼
ばれる性質を仮定する。4
S( $\theta$)=S( $\theta$+\displaystyle \frac{ $\pi$ i}{3})S( $\theta$-\frac{ $\pi$ i}{3}) .
ここから、上と同様に S 対称 Fock 空間とその上の作用素を定義する。上で使った  $\phi$(f)
自体は懊形領域の物理量と考えることはできないので、これを修正することを考える。こ
のため、次の作用素  $\chi$(f)=\oplus_{n}$\chi$_{n}(f) を導入する。
($\chi$_{1}(f)$\Psi$_{1})=\displaystyle \sqrt{2 $\pi$|R|}f^{+}( $\theta$+\frac{ $\pi$ i}{3})$\Psi$_{1}( $\theta$-\frac{ $\pi$ i}{3}) , $\chi$_{n}(f)=nP_{n}($\chi$_{1}(f)\otimes 1\otimes\cdots\otimes 1)P_{n},
ここで疏は \mathcal{H}_{1}^{\otimes n} から \mathcal{H}_{n} への直交射影である。明らかに $\chi$_{1}(f) は非有界であるので、
適当な定義域を考える必要がある。もっとも単純に、Hardy空間 H^{2}(\displaystyle \mathbb{R}+i(-\frac{ $\pi$}{3},0)) の上
で考えよう。上の定義を使って、 $\chi$_{n}(f) と  $\chi$(f)=\oplus$\chi$_{n}(f) の定義域もこれから定まる。
作用素 \overline{ $\phi$}(f)= $\phi$(f)+ $\chi$(f) を導入すると、以下が示せる。[CT15]
定理5.1 (Cadamuro‐T.). f と g が W_{\mathrm{L}} に台を持つ試験関数とする。このとき、 \overline{ $\phi$}(f) と
J\tilde{ $\phi$}(g)J は弱交換する。すなわち、
\{\tilde{ $\phi$}(f) $\Phi$, J\tilde{ $\phi$}(g)J $\Psi$\}=\langle J\overline{ $\phi$}(g)J $\Phi$, \tilde{ $\phi$}(f) $\Psi$\}
が  $\Phi$,  $\Psi$\in \mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{m}(\tilde{ $\phi$}(f))\cap \mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{m}(J\tilde{ $\phi$}(g)J) に対して成り立つ。
もちろん、弱交換性は強交換性を導かないので、、後者を示す必要があるが、そもそも上
の定義域では $\chi$_{1}(f) が自己共役にならないことがわかる [Tan15] ので、適当な拡張をとる
必要がある。そのような拡張をとり、さらに  $\chi$(f)+J $\chi$(g)J が自己共役であると仮定す
ると (これは現在未解決である)、 \tilde{ $\phi$}(f) と J\tilde{ $\phi$}(g)J の強可換性は従う。[Tan16] ここから、
modular nuclearity の証明も修正が必要であるが、これは解決可能であると私は考えてい
る。よって、強可換性が示されれば、Haag‐Kastler ネットの構成は完了する。  $\chi$(f) 及
び  $\chi$(f)+J $\chi$(g)J の自己共役性は現在のところ2粒子成分まで示されている。この証明
が非自明であることは束縛状態の存在と関係があると考えられる。
当然、 \mathrm{S} 行列が多成分かつ極を持つ場合も考慮することができる。その中で単純な場
合は \mathrm{S} 行列が対角と呼ばれる場合で、 A_{N}‐affine Toda field theory が含まれる。この場合
は上の  $\chi$(f) と似た項を使うことができ、弱可換性を得られる。 [\mathrm{C}\mathrm{T}16\mathrm{a}] Sine‐Gordon モ
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